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DMC Dynamic Matrix Control 

Modelo: respuesta salto + perturbación 
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DMC, Dynamic Matrix Control 
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DMC, Dynamic Matrix Control 
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Predicciones: Respuesta forzada + libre 



DMC, elección óptima de u 
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Puede formularse en forma matricial: 
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DMC 
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Compensación de retardos 

Sintonía: Horizontes, β 

Sistemas estables en lazo abierto 
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¿Como escoger los parámetros? 
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DMC offset 
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En estado estacionario: 

DMC predicciones: 

y como 
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Las predicciones del estado estacionario son no sesgadas y, si la 
optimización lleva las predicciones del modelo a w, entonces la salida del 
proceso yp será igual a la referencia w, proporcionando error estacionario 
nulo 
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EPSAC respuesta determinista 
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EPSAC Predicciones del ruido 

)t(z)t(y)t(n −=n(t) puede estimarse en t a partir de: 

Para calcular las predicciones futuras n(t+j) con 
información hasta t, usaremos el modelo y una 
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consistente en aplicar el filtro inverso D/C a n. Si 
llamamos e(t) a la estimación de ξ(t): 

)t(
)q(D
)q(C)t(n 1

1

ξ= −

−

...)1t(nd)t(n...)2t(ec)1t(ec)t(e

)t(n
)q(C
)q(D)t(e

121

1

1

+−++−−−−−=

= −

−

Los valores presente y pasados de e(t) pueden estimarse mediante esta 
expresión, mientras que para los valores futuros, al ser la estimación de un 
ruido blanco, puede hacerse e(t+j) = 0  



EPSAC Predicciones del ruido 
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EPSAC 

Cualquier señal de entrada u futura puede 
considerarse como suma de un valor fijo  ubase 
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impulsos δu y el salto final en t+Nu -1  



EPSAC 

En forma matricial:  Y = Ybase + Yopt  
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EPSAC: Función de costo 
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La solución óptima se encuentra derivando J 
respecto a U e igualando a cero la derivada: 
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La señal que se aplica al proceso es: u(t) = ubase +δu(t)*  

Acción integral 



Estabilidad numérica 
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El factor β puede servir para mejorar el condicionamiento numérico de 
(G’G +βI)-1 

En problemas de cálculo donde interviene la pseudoinversa, (G’G)-1G’ suele ser 
conveniente usar la SVD de G, (descomposición en valores singulares) 



Cálculo de la pseudoinversa 
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Cálculo de la pseudoinversa 
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Con la SVD no es necesario un cálculo “real” 
de la pseudoinversa ya que, por ejemplo, 
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Si G está mal condicionada, U 
puede presentar errores 
grandes 



Cálculo con PCA 
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Como T es ortonormal y esa operación 
no modifica la norma euclídea: 



El Regulador GPC 
Generalized Predictive Control 
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Válido con sistemas estables e inestables 

y(t) variable controlada 
u(t) variable manipulada 
ξ(t) ruido blanco 



GPC Predicciones 

Objetivo: Fórmula de predicción de y(t+j)  j=1,....,N2 
                 que separe el efecto de: 
                 los valores pasados de entradas, salidas y perturbaciones pasados 
                 los valores presentes y futuros de la señal de control 
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GPC Predicciones 

Modelo: 

Predicción: 

depende de las u(t+i) futuras 

depende del pasado 
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Predicciones / pasado 
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Modelo de predicción 
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GPC Predicciones/ Another method 

Modelo: 

Predicción: 

)t()q(T)t(u)q(B)t(y)q(A
1

11 ξ
∆

+=
−

−−

)jt(
)q(A
)q(T)jt(u

)q(A
)q(B)jt(y 1

1

1

1

+ξ
∆

++=+ −

−

−

−

El término de ruido mezcla valores pasados (conocidos) y  futuros 
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GPC Predicciones/2 
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GPC Predicciones/3 
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La predición de varianza mínima es el valor esperado condicional: 
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El término de u mezcla valores pasados y futuros 
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GPC Predicciones/4 

)t(y
)q(T
)q(F

)t(u
)q(T
)q(N

p 1

1
j

1

1
j

j −

−

−

−
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p    Respuesta libre 

y(t+j) 

u(t+j) 
t 

( ) ( ) ( )y t j G q u t j pj j+ = + +−1 ∆

)jt(u)q(G 1
j +∆−Respuesta forzada 



GPC  Función de coste /Referencia 
Interna 
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w 

y(t+j) 

N2 

Horizonte de Predicción 

t 
time 

u(t-1) u(t) 

Nu Horizonte 
de Control 

t 
time 

N1 

r(t+j) 

10)t(y)t(r

)t(w
q1

1)jt(r 1
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α−
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Solución óptima 
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j p)jt(u)q(G)jt(ŷ ++∆=+ −

Puede expresarse en forma matricial definiendo: 
[ ])1Nut(u),...,1t(u),t(u)'t( −+∆+∆∆=∆u

[ ]2N11N1N0 p)2Nt(r,...,p)11Nt(r,p)1Nt(r' −+−++−+= +e



Ley de control GPC 

[ ] 000 ')t('2)t(')t('J eeuGeuIGGu +∆−∆β+∆=min 
 ∆u 

Si no hay restricciones en las variables, puede resolverse haciendo: 

[ ] 0
1 '')t( eGIGGu −β+=∆

[ ] )('')t( j
1 prGIGGu −β+=∆ −

0'G2]IG´G[2

J

=−∆β+

=
∆∂
∂

0eu

0
u

El factor β puede servir para mejorar el condicionamiento numérico de 
(G’G +βI)-1  y para atenuar los cambios en u(t) 



Parámetros GPC 

u(t-1) 
u(t) 

Nu 
horizonte 
de control 

t 
tiempo 

[ ] [ ]min
u

y t j r t j u t j
j

Nu

j N

N

J  ( ) ( ) ( )
∆

= + − + + +
=

−

=
∑∑ 2 2

0

1

1

2

β∆

w 

y(t+j) r(t+j) 

N1 N2 horizonte de 
predicción 

t 
tiempo 

horizonte de coincidencia 
β Factor de 

peso 
Move 
supression 
factor 



Parámetros GPC: referencia interna 

y(t)

t

α1

2α

3α

α1 2α 3α< <=0 < 1

Velocidad de la referencia interna 
Tiempo de respuesta en lazo cerrado 

10)t(y)t(r
)t(w)1()1jt(r)jt(r

≤α≤=
α−+−+α=+El factor  α de r 

juega un papel 
similar a β en 
cuanto a 
moderar el valor 
de los cambios 
de u 



Parámetros GPC: Polinomio T 

A q y t B q u t T q t( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )− = − +
−1 1 1

∆ ξ

Polinomio T 

Se escoge para mejorar la robustez del sistema 
T = A 
T=  A. monomio 
T = ..... 



PFC Predictive Functional Control 
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Model Predictions 
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Perturbaciones medibles 

y t g u t i d v t i n ti
i

i
i

( ) ( ) ( ) ( )= − + − +
=

∞

=

∞

∑ ∑∆ ∆
1 1

+ 
u 

v 

n 

variable manipulada 

perturbación medible 

perturbaciónes no medibles 

y 

variable controlada 

Modelo DMC: 



Predicciones (DMC) con 
perturbaciones conocidas 
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Predicción: 

Hipótesis: 

Separar términos que dependen del futuro y del pasado 



DMC: Respuesta libre 
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2N,....,1Nj     ,Ni  0dd   0gg iijiij =>≅−≅− ++En procesos estables:  

se necesita una hipótesis sobre la evolución futura de v, usualmente  
v(t+j) = v(t) + horizonte móvil 



Corrección feedforward automatica 

( ) ( ) ( )y t j G q u t j pj j+ = + +−1 ∆

y(t+j) 

u(t+j) 
t 

)jt(ŷp fj +=

Respuesta forzada: 

Respuesta libre: 

)jt(u)q(G 1
j +∆−

Formalmente la misma expresión. 
 El efecto de la perturbación esta incluido en la respuesta libre 



Restricciones 

Las restricciones en los valores que pueden 
tomar las variables aparecen de forma 
natural en la formulación de los problemas 
de control: 
– Limitaciones físicas de las variables 
– Límites de seguridad 
– Requisitos de calidad, etc. 



Restricciones 

Mm L)jt(ŷL ≤+≤

Lmax 

Lmin 

v 
∆u 

Mm D)jt(uD ≤+∆≤

Mm U)jt(uU ≤+≤Rango de las señales 
de control 

Velocidad de cambio 
de u: 

Rango de las 
variables controladas: 

Deben ser añadidas a 
la formulación del 
problema de 
optimización 



DMC con restricciones, QDMC 
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22 )jt(u)jt(w)jt(ŷ
u

Jmin

u 

Problema de Programación 
cuadrática QP 



QP 

∆u(t) 

∆u(t+1) 
0x

bAx

xQ

≥
≤

⋅⋅+⋅ xxc
2
1   min

x

Software 
numérico 
eficiente 

Ha de 
resolverse un 
problema QP 
en línea cada 
periodo de 
muestreo 

Posibles 
problemas de 
factibilidad 

Región 
factible 



Constraints: Clipping is not a 
good solution 

∆ u(t+1) 

∆u(t) 

∆ umax 

∆ umax 

∆ u* ∆u con clippling 

Curvas de nivel 

Región 
factible 



Factibilidad 

Process u 
y 

perturbaciones 

Debido al rango de operación limitado de las variables manipuladas, o a 
perturbaciones o dinámicas del proceso, es posible que no exista ninguna 
señal de control capaz de mantener las predicciones de las salidas dentro 
de sus límites. En tonces el problema QP no tiene solución 

Restricción física 
Limite de operación Restricciones 

duras y blandas 



Tratamiento de la factibilidad 
(Restricciones duras) 

Cambiar la 
restricción 

Violación de 
la restricción 

Mm L)jt(ŷL ≤+≤ ε+≤+≤ Mm L)jt(ŷL

[ ] [ ] 2
2N

1Nj

1Nu

0j

22 )jt(u)jt(w)jt(ŷ
,u
Jmin ηε++∆β++−+=
ε∆

∑ ∑
=

−

=

Nueva variable de decisión   η factor de peso alto 

Variable de 
holgura para 
relajar la 
restricción:   
ε ≥ 0 



Factibilidad 

t 

y 

Predicción 

t 

u Control futuro 

t 

Predicción 

t 

Control futuro u 

y 

Relajar la restricción del 
control 

En lugar de 
relajar esto… 



Factibilidad 

 Diferentes políticas de tratamiento de la factibilidad 
 Prioridades asignadas a las restricciones 
 Puede tratarse en línea o como un problema separado 

t+N3 t t+N4 

Otra opción: cambiar el rango de aplicación de las 
restriciones: N3,N4 



Factibilidad, restricciones 
blandas 

 Restricciones blandas (Soft constraints) la solución no se 
degrada mucho si se violan en una pequeña cantidad 

t 

y 

Predicción 

[ ] [ ] ( )2
M
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)jt(ŷ +LM 



Formulación Multivariable 

Se necesita un modelo 
que relacione las 
variables controladas 
con las manipuladas y 
perturbaciones medibles 
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DMC Multivariable 
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u1

u2

y1

y2

y3

v

modelo interno

 

Modelo  
interno 

t

y y
y t

t

t

y

t
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t

y

y1

y2

u1 u2 v

Matriz dinámica 



DMC Multivariable 
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Predicciones: 

Min  funcion 
de costo: 

γ  Equal concern errors , factores de peso (y normalización) 

Con restricciones lineales: problema QP 
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MPC Multivariable 
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con: 

Dmk< ∆uk(t+j)< DMk 
Umk< uk(t+j)< UMk 
Lmk< yk(t+j)< LMk 

)jt(p)ijt(ug)jt(ŷ k
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1i
siks
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1s
k ++−+∆=+ ∑∑
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Resuelto como un problema de Programación cuadrática cada periodo de 
muestreo 



trayectoria
interna

modelo

interno

estimación de

perturbaciones

generador de
predicciones

función 
a minimizar

optimizador
con

restricciones
restricciones

w

y

y, v, u

y, v, u

de u(t+j)

u(t+j)

r

Estructura MPC 



MPC en espacio de estados 
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21Mm N,....,NjL)jt(ŷL =≤+≤

1N,....,0jD)jt(uD uMm −=≤+∆≤

1N,..,0jU)kt(u)1t(uUU)jt(uU uM

j

0k
mMm −=≤+∆+−≤⇒≤+≤ ∑

=

uNj0)jt(u ≥=+∆

Para calcular J hay que calcular 
antes las predicciones de la 
salida 

Modelo del proceso 

Función de coste 



Cálculo de las predicciones de la 
salida 

)t(Cx)t(y
)t(Bu)t(Ax)1t(x
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)1kt(BuCA)t(xCA)jt(y

)1kt(BuA)t(xA)jt(x

....
)2t(Bu)1t(ABu)t(BuA)t(xA)2t(Bu)2t(Ax)3t(x

)1t(Bu)t(ABu)t(xA)1t(Bu)1t(Ax)2t(x
)t(Bu)t(Ax)1t(x

Pero el estado x(t) puede no 
ser accesible 



Estimación de los estados del 
modelo 

)t(Cx)t(y
)t(Bu)t(Ax)1t(x

=
+=+ Como los estados del modelo x(t) puede que no 

sean medibles, normalmente se requiere el uso 
de un estimador u observador de estado 

)t(x̂C)t(ŷ
))]1t(Bu)1t(x̂A(C)t(y[L)1t(Bu)1t(x̂A)t(x̂ p

=

−+−−+−+−=

yp representa la salida medida del proceso 

∑
=

− −++=+
j

1k

kjj )1kt(BuCA)t(x̂CA)jt(ŷ

Las predicciones de la salida se calculan remplazando el estado x(t) por 
sus estimaciones: 

En estado 
estacionario:  

Bu)A....AI(Cx̂CABuCAx̂CA)jt(ŷ 1jj
j

1k

kjj −

=

− ++++=+=+ ∑



Diseño del observador 

)]t(x̂C)t(y[L)t(Ae)1t(e
)t(x)t(x̂)t(e

)]t(x̂C)t(y[L)t(Bu)t(x̂A)1t(x̂

−+=+
−=

−++=+

)t(Cx)t(y
)t(Bu)t(Ax)1t(x

=
+=+

Hay muchos criterios de diseño para escoger L. Uno 
de ellos considera la estimación del error: 

La salida del modelo viene dada por:  )t(Cx)t(y =

)t(e)LCA()1t(e
)t(LCe)t(Ae)]t(x̂C)t(Cx[L)t(Ae)1t(e

+=+
+=−+=+

L puede escogerse de modo que los autovalores de (A+LC) 
sean estables y den una velocidad de convergencia adecuada 
a cero del error de estimación e(t) 

¿Cómo estimar los estados del modelo x(t), 
midiendo la salida del modelo y(t)?    

In predictor form: 

e(t) puede 
llevarse a cero 
escogiendo 
adecuadamente 
L 



Diseño del observador en forma 
de filtro 

))]1t(Bu)1t(x̂A(C)t(y[L)1t(Ae)t(e
)t(x)t(x̂)t(e

])1tt(x̂C)t(y[L)1tt(x̂)t(x̂
)1t(Bu)1t(x̂A)1tt(x̂

−+−−+−=
−=

−−+−=
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)t(Cx)t(y
)1t(Bu)1t(Ax)t(x

=
−+−=

Model output is given by:  )1t(CBu)1t(CAx)t(Cx)t(y −+−==

)1t(e)LCAA()t(e
)1t(LCAe)1t(Ae)]1t(x̂CA)1t(CAx[L)1t(Ae)t(e

−+=
−+−=−−−+−=

Predictor 

Corrector 

Estimar los estados x(t) con 
información hasta (t-1) e y(t) 

Error de estimación 

Evolución temporal del error de estimación 

L puede escogerse de modo que los autovalores de 
(A+LCA) sean estables y den una velocidad de 
convergencia adecuada a cero del error de estimación e(t) 



Control sin error estacionario 

La formulación anterior no garantiza que , en estado 
estacionario, la salida del proceso yp sea igual a la consigna w 
(siendo w factible) 

)]Bux̂A(Cy[LBux̂Ax̂ p +−++=

El motivo es que el observador, en estado estacionario, cumplirá:: 

Pero esto no implica que 
)Bux̂A(Cy

Bux̂Ax̂

p +=
+=

p
1jj yBu)A....AI(Cx̂CA)jt(ŷ ≠++++=+ −

Por tanto, en general, las predicciones del proceso serán diferentes de la 
salida del proceso 

Y el controlador llevará al proceso a un objetivo equivocado y, por tanto, 
aun error estacionario 

El modelo no es perfecto! 



Formulación de la función de 
coste 
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El modelo y la función de costo deben 
formularse de forma consistente con los 
objetivos 
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)jt(u
)jt(u)jt(w)jt(ŷJmin

Si el modelo no es perfecto, el valor de u que minimiza 
esta función de costo en estado estacionario puede no 
coincidir con el que hace la salida del proceso igual a w. 

J no-consistente 

El valor ∆u=0 en estado 
estacionario es compatible 
con cualquier valor de u que 
proporcione error nulo en 
estado estacionario 



Control sin error estacionario 
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Cara a obtener error estacionario 
nulo a pesar de la existencia de 
errores de modelado: 
1- El modelo y la función de 
costo deben formularse de forma 
coherente. 
2- El observador debe incluir 
acción integral para hacer 
predicciones no sesgadas 

Bu)A...AI(Cx̂CA)jt(ŷ 1jj −++++=+En estado estacionario 
las predicciones son: 

Una estima sesgada de y(t+j) conduce a predicciones incorrectas 
en estado estacionario y, por tanto, a error estacionario 



Acción integral en el observador 
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Hay tres formas de añadir integradores al observador: 
a) Expandir el observador incluyendo a u(t) como variable estimada 
b) Usar el modelo en forma de velocidad 
c) Añadir un modelo de perturbación 

Estimar  u(t), que es una variable conocida, parece un poco antinatural, pero 
usando la variable u estimada para hacer las predicciones conduce a 
predicciones de la salida no sesgadas.  

donde, en general,  )t(u)t(û ≠



a)Añadir u como variable 
estimada 

En estado estacionario, con ∆u = 0: 
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y si  Lu es de rango completo: 

De esta forma se obtienen predicciones 
de la salida no sesgadas si se calculan 
con: 

ûB)A...AI(Cx̂CA)jt(ŷ 1jj −++++=+



b) Forma de velocidad del 
modelo 
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Es 
equivalente 
a: 

El modelo puede 
escribirse como: 
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MPC con modelo en forma de 
velocidad 
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El objetivo es reducir a cero 
∆x(t+j) y llevar a y(t+j) tan 
cerca como sea posible de w 
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Las predicciones de la salida en estado 
estacionario serán: 
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MPC con modelo en forma de 
velocidad 
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El estimador de z es: 
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MPC con modelo en forma de 
velocidad 
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En estado estacionario: 

Si Lx o Ly son de rango completo, entonces: ŷ)jt(ŷ =+ŷyp = y como 

pyŷ)jt(ŷ ==+ Las predicciones son no sesgadas y no 
hay error estacionario, siempre que el 
controlador lleve el modelo en z a la 
consigna y alcanza estado estacionario. 



c) Añadir un modelo de 
perturbación 

)t(u)1t(u)t(u
)t(Cx)t(y

)t(Bu)t(Ax)1t(x

∆+−=
=

+=+
En lugar del modelo: 
 
Se utiliza uno expandido con 
perturbaciones de medida y 
estado: 
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perturbaciones en 
los estados y la 
medida 
respectivamente 



Añadir un modelo de 
perturbación 
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Las ecuaciones del observador son: 
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En estado estacionario: 

De modo que 



Añadir un modelo de 
perturbación 
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Si  [Ld`, Lv’]’ es de rango 
completo: 

De modo que el modelo extendido 
proporciona predicciones no sesgadas en 
estado estacionario si se incorporan las 
perturbaciones al modelo 

La política de supresión del error estacionario, en este caso, usa objetivos 
ficticios tales que, cuando se aplican al MPC , el proceso alcanza los 
verdaderos valores deseados w. Incluye, pues, dos pasos: el cálculo de los 
objetivos ficticios y el cálculo del MPC modificado 

y de la ecuación de x: 



Consignas modificadas 
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Dadas las perturbaciones estimadas, buscamos estados xs y entradas us 
que, satisfaciendo las ecuaciones de estimación en estado estacionario, 
proporcionen valores de la salida tan próximos como sea posible a las 
consignas w. Pueden obtenerse resolviendo el problema: 

Notese que, si la consigna w 
es alcanzable, este problema 
proporcionará un valor en 
estado estacionario ys = w,  
con 

v̂VCxw s +=

Q matriz de peso 



Problema MPC modificado 

R,S weighting matrixes 
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Si existe una solución factible y 
estable, este problema 
modificado llevará los estados y 
controles óptimos a cero, esto 
es, en estado estacionario: 

0uuu,0xx̂x ss =−==−=

ps yv̂Vx̂Cv̂VCxw =+⇒+=y teniendo en cuenta la solución del 
observador y los objetivos 
modificados en estado estacionario 

Lo que da una solución sin error 
estacionario 



MPC – Optimal control 

u(t)
u(t+j)

y(t+j|t)ŷ(t+j|t)^

t t+1 t+2 ...

time

past future

time

Set point

Output predictionCV

PV

MV

OP

SP

Model
u y

MPC NO es control 
óptimo 

Se resuelve un problema 
de optimización en lazo 
abierto cada periodo de 
muestreo partiendo del 
estado actual 

u(t), u(t+1), u(t+2)… se 
consideran por tanto 
variables independientes 
en la optimización 

ProcesoController
uw y

SP

u(t)=Kx(t) 

En control óptimo u(t+j) no 
son independientes y se 
calcula K en una ley u = Kx  



Optimización Económica 

Reactor 

FT 

FC 

FC 

TT AT 

MPC 

Comp. 

Refrigerante 
Producto 

u1 u2 

Alimentación 

Temp TT 

w Temp w Comp. 
¿Cual es el punto de 
trabajo que genera 
mayor beneficio?  

¿Como ajustar las 
referencias  wTemp, 
wComp a ese punto? 

FT 



Optimo 
Económico  

Optimización con  
restricciones 
 

Apertura válvula 

Temperatura 

Velocidad Turbina 

∆ P en columna 
Presión 

Composición 

Región de 
Operación 

Preferida por 
el Operador 

Región de 
Operación 
del Controlador 



Optimización de consignas 

MBPC 

w 

y 

SP 

DCS Proceso 

Optimización 
económica 

LP 

Muchos sistemas incorporan una 
capa deOptimización en linea del 
punto de trabajo con criterios 
económicos 

RTO (Real Time Optimization) 
Tendencia: 
Combinar las 
dos capas en un 
solo MPC 
donde el 
criterio es 
directamente 
económico 



Reactor 

FT 

FC 

FC 

TT AT 

MPC 

Comp. 

Refrigerante 
Producto 

u1 u2 

Alimentación 

Temp TT 

w Temp w Comp. 

FT 

Optimización Económica 
 

Función de costo economica: 

(Producto*concentración*precio-  

– materia prima*precio –  

-Flujo refrigerante*precio)* 

tiempo 

Max Beneficio 

 sujeto a las 
restricciones del 
modelo y las de 
operación 

       
        RTO 



DMC Plus 

min función lineal económica de u en estado estacionario 
  ∆u 
Con las restricciones del modelo en estado estacionario:  y = G ∆u+p 
                                  rango de u e y  
La solución proporciona set points estacionarios para CV y IRV 
w = G ∆u*+p    IRV = u* 

t+N2 

LP 

MV1 

MV2 

Valores finales 
impuestos por la 
LP 

IRV 

IRV 

Control DMC sin 
restricciones 



Control Básico 

MPC sin restricciones 

LP, optimizador local 
SP 

Precios 

Implementación industrial 

DMC Plus 

  Proceso 



DMC Plus 

Cálculo de las predicciones 
  con el modelo interno 

Valores de campo 

DMC sin restricciones  
con IRV fijados 

LP estática y económica  
en t+N2 

IRV SP 

Límites 
Precios 

u 



HITO Optimización Economica 

 Cual es el mejor estado alcanzable futuro? 
 Optimización local entre los puntos alcanzables en t + N2 
 Modelo dinámico que tiene en cuenta restricciones y perturbaciones  
 El procedimiento se repite cada periodo de muestreo 
 Los SP generados son siempre factibles 

x  estado en t 
Estados alcanzables 
en t+N2 

x  estado óptimo  
    en t+N2 Estado en t+1  x 

x  estado óptimo en t+1+N2 



Optimización con HITO 

Cálculo de predicciones con 
el modelo interno 

Valores de campo 

Cálculo de MV 
 con restricciones 

Programación cuadrática  
económica en t+N2 

SP 

Restricciones 
Costo 



Aceptación industrial 
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